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Nella teoria delle superfici minime di codimensione uno, la 

esistenza o meno di coni minimi singolari interviene nello studio di due 

tipi di problemi: 

1) la regolarità delle frontiere minime, 

2) il teorema di Berstein. 

(LS ; 4 NE > 1. SeacR è un aperto, diremo che E ha frontiera minima in 

P(E, A) C+ Yaperto Acc92 e 

ac/ __ m w vr —_ IA s P(F, A) WF conE A FocA 

dove 

P(E,A) = sup J divg(x)dx; g e ch (A,R") » |gl<s 1} 
E 

De Giorgi in [1], ha dimostrato che se un insieme E ha fron- 

tiera minima in un aperto 2 c R", allora 3E contiene un aperto 9*E (la 

frontiera ridotta di E) che è una varietà analitica di codimensione 1 e 

con curvatura media zero in ogni punto ed inoltre Hi [(9E - 3*E) n 9] = 1 
Ora supponiamo che un insieme E abbia frontiera di misura mi 

nima in 9 = B(0) e che 0 € 3E, consideriamo una omotetia di centro D 

raggio p; ossia l'applicazione e, (x) = pX, essendo 

l-n 
p P(E,B)= P(6 (E), B ) p p 

l'insieme e (E) ha frontiera minima in B,> inoltre per p + ©, e, (E) con- 
tiene una successione che converge in Lil”) ad un insieme C. Tale in- 
sieme è un cono di vertice 0 (cono tangente a 93E in 0), ha frontiera di 

0. 
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misura minima in R ed è singolare nel vertice se e solo se io zero era 

un punto singolare in 9E (0 € 9E - 2*E). 

Pertanto esistono frontiere di misura minima con punti singo 

lari se e solo se esistono coni minimi singolari in tutto R'. 

2. Il teorema di Berstein è il seguente teorema (enunciato 

e dimostrato da Bernstein in [2]}) 

i 2 ” . 4 
"Se fe CC (Ri) è soluzione dell'equazione delle superfici mi 

nime in tutto e. cioè se 

Mm Dx, ; 
sx) = DI Dl )= 0 w(x.,x)e R, 2 dx Vi [pr]? ia 

allora f è un polinomio di primo grado". 

MF(x 

La dimostrazione data da Berstein di questo risultato e suc- 

cessive semplificazioni sono legate a proprietà di funzioni di variabile 

complessa e quindi non estendibili al caso di n variabili (n > 2). 

Due osservazioni, fatte rispettivamente da Fleming [3] e De 

Giorgi [4] hanno permesso un passo in avanti nello studio dell'estendibi- 

lità del teorema di Berstein al caso di più variabili. 

Fleming ha osservato che se rece) verifica l'equazione 

della superfice minime su tutto R" allora l'insieme 

E = ty) e R! 
miglia 6 (E) quando p + 0, contiene una successione che converge in 

+ 

s y< f(x)} ha frontiera minima in tutto R" : e la fa- 

bael” ) ad un cono C di vertice l'origine. Tale cono C ha frontiera di 

misura minima in prà. ed è singolare nel vertice se è solo se f non è un 

polinomio di primo grado. 

De Giorgi ha poi dimostrato che se f non è un polinomio di 

primo grado, il cono C ottenuto da Fleming non può essere singolare solo 

nel vertice, ma 9C - 9*C deve contenere almeno una semiretta. Ora per 

risultati noti della teoria delle superfici minime, se C è un cono mini- 
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mo di vertice l'origine e x E 9C - 9*C (% * 0), allora la famiglia 

() (C) dove 6 (x) = p(x-x ) per p ++©, contiene una successione 
P3Xo PX o) 

+ 

che converge in pi (R” 1 
loc 

) ad un cono minimo D con vertice in xo? singo 

lare in Xo° Per di più il cono D è un cilindro. Quindi con una opportuna 

rotazione del sistema di riferimento D si può scrivere come D = C' x R 

dove C' è un cono in R' singolare nel vertice con frontiera di misura 

minima in tutto R". 

Pertanto esistono soluzioni dell'equazione delle superfi- 

cie minime in R" non polinomi di primo grado se e solo se esistono coni 

minimi singolari in R". 

Fondamentali risultano dunque in questa teoria i seguenti 

teoremi dovuti rispettivamente a Simons [5] e Bombieri-De Giorgi-Giusti 

[6]. 

Teorema (Simons). Se n <s 7, non esistono coni minimi singo- 

lari in R°. 

Teorema (B-De G.-G). Il cono 

C, Pia {(x,y)c r° x pi » px]? > IyiÈ 
9 

ha frontiera di misura minima su tutto R8, 

Sono stati poi studiati più in generale coni del tipo 

C = {(x,y) e pl x pf apx} > li ue 
K-1 

h,K h- fd 

ottenendo i seguenti risultati: 
+ 

l)seh+K2= 9, allora Ch K ha frontiera di misura minima in pl N 

won [7]) 

Lo- 
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2) seh+k=8e |h-K| < 4, allora Ch K ha frontiera orientata di mi- 
ic sn 59 ; E sura minima in R°, mentre C, 6 (e C, ,) non ha frontiera di misura mi 

Li 6,2 
nima (Simoes [8]). 

Lo scopo di questo seminario è di illustrare una dimostrazio 

ne molto semplice rispetto a quelle note in letteratura della minimalità 

dei coni Ck 

L'idea della nuova dimostrazione è nata sostanzialmente dal- 

la seguente osservazione. 

; im al h8 = _ 
Sia B la sfera unità in R_, dB = 280 Cag 9,8 = 9B-C4g e 

fi la soluzione del seguente problema di Dirichlet: 

“i 
Mf.,=0 inB 

d = j in dB j j 

ti, = -j in 9,8 

=d 

Per ragioni di simmetria Ty = 0 in 9044) B. Inoltre per il 

principio del massimo, E, + +» in un intorno di dB e ta +- ® in un în 

torno di 9,8. Inoltre l'insieme P = {x e B | lim f.(x) = +0} ha frontiera 
j>to 

orientata di misura minima in B. Quindi se Cy 4 ha frontiera minima, P = 

= C, ,M0B. Allora C, ,MB ha la seguente proprietà: 
4,4 4,4 

2 3 _ ; 
ar, G (C4408) con Mf, =0 in C449B 

1, =0 in 9Cg4” B 

Lo ] [) 1, ++ in Cad B 

; A n, 
Viene quindi spontaneo chiedersi questo "se a c R. è un aperto tale che 

% arse c Q) con M(f;) = 0 in 9 f;=Osuane f;++t ing > 2 ha 

qualche proprietà di minimo?" 
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Va osservato subito che basta richiedere l'esistenza di una 

successione di sottosoluzioni col comportamento richiesto, perché esi- 

sta anche una successione di soluzioni. 

Ora se 3 13 ci (a) con Mf, 20 f; = 0 su9Ne fi ++ in9, 

l'insieme 

n+tl 
E. = {(x,y) € R Li < Fola j x € y ;! )} 

ha perimetro minimo rispetto a variazioni compatte in 2 x R che diminui- 

scono Era cioè se ACCcAxXR Fc E; FA E,CCA 

P(E,.A) < P(F,A) 

D'altra parte E; +Q2xR e quindi 9 x R mantiene la stessa proprie 
+ 

tà cioè variazioni compatte di 9 x R ing x R_ che diminuiscono l'insie- 

ac fu n me aumentano l'area, allora anche 9 ha la stessa proprietà cioè WACCR 

P(a,A) < P(F,A) vFECa FAQACCA 

Ne segue che se riesco a trovare una successione con le pro 

prietà richieste per 2 e R'-n 2 ha frontiera di misura minima. 

Nel caso poi che ® sia un cono, come nella situazione che 

sto considerando, una successione con le proprietà richieste si attiene 
a i 2 

subito se riesco a trovare f e C (9) con 



M(f) =0 ino f=0 suaa , f>0 ing f omogenea di grado a = 1. 

Infatti f (x) = o .f(px) verifica 

Mfo(x) = pMf(px) fo = 0 su 99 

#0) n ary quindi T ++ per p++© se a-1> 0 , li > + o per 

p+0 se a-1<0 ina. 

Si verifica ora facilmente che la funzione 

f(x,y) = (a|x|5=|y])|x]? ha le proprietà richieste per 9 = Ch k 

La scelta di f per p— Sk presenta qualche negatan diffi- 

coltà. In ogni caso le seguenti funzioni vanno bene: 

a)h+k=8 h=3, k=5 

f(xy) = (Ivi? 2ixOlylf 191, 
b)h+k=8 h=4, k=4 

#09) = (iylÉ - Dx" + Iyl5) 1101, 
c)h+k29 

#(x,y) = (Iyl? - alx12)(e(a)]x1Z + 119) ci. 

Interessante osservare che anche nel caso h +k = 8 h= 2 

k = 6 la funzione f(x,y) = (5|x|? - Male ha le proprietà richieste 

quindi il cono C ha una proprietà di minimo rispetto a variazioni compat 
2,6 

te che diminuiscono l'insieme (da ricordare che Co 6 non ha frontiera mi- 
9 

nima). 
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